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Theorie der nichtkontrahierten positiven Saule unter dem Einfluf

negativer lonen
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(Z. Naturforschg. 17 a, 848—853 [1962] ; eingegangen am 7. Juli 1962)

We consider a cylindrical positive column of a collision dominated plasma consisting of electrons,
positive and negative ions and neutral particles. The qualities of such a column are deduced from
an eigenvalue problem which follows from the application of the basic transport equations for such
a plasma. The problem presents itself in the form of three simultaneous differential equations with
boundary conditions. Applying a procedure which is known from nuclear physics as “Center-Wall-
Approximation” we are able to reduce these three differential equations to three simultaneous
algebraic equations. The numerical evaluation with the help of a digital computer produces the
particle densities in the center of the discharge and the electric field as functions of the total
current. The results are particularly interesting in the “subnormal” region of the discharge. With
increasing current the subnormal decrease of the electric field is first interrupted due to the build
up of the negative ion component which stops the formation of the ambipolar field. The subnormal
field-decrease continues only at higher currents when the recombination of negative ions and positive
jons remove the influence of the negative ion component. Due to these phenomena the subnormal
features appear in two steps. The second one is delayed due to the described influence of the

negative ions.

Scuortky ! gab die erste Beschreibung der zylin-
dersymmetrischen positiven Sdule. Seine Arbeit be-
riicksichtigt nur die direkte Ionisierung der Neutral-
teilchen durch Elektronenstofy und vernachldssigt die
Volumenrekombination der Ladungstriger wegen
des kleinen Wirkungsquerschnittes und der relativ
geringen Tragerdichten. Elektronen- und Ionentem-
peratur konnen verschieden sein, werden jedoch
tiber den Querschnitt konstant vorausgesetzt. Die
Tragerdichten sollen an der Wand verschwinden
und innerhalb der ganzen Saule der Bedingung der
Quasineutralitdt gentigen.

Unter diesen Voraussetzungen diffundieren Elek-
tronen und positive Ionen aus dem Sduleninnern zur
Wand. wo sie rekombinieren. Wegen des grofien
Unterschiedes der Beweglichkeiten und Diffusions-
koeffizienten der beiden Ladungstriger erfolgt die
Diffusion ambipolar. Fiir die radiale Trdgerdichte-
verteilung ergibt sich eine Besser-Funktion nullter
Ordnung. Die Langsfeldstdrke in der Saule erweist
sich als stromunabhéngig. MoreuLls, FaABRIKANT und
SpENkE 274 erweiterten ScHorrkys Theorie durch
Hinzufiigung nichtlinearer Glieder zur Erfassung
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von kumulativen und Volumenrekombinationseffek-
ten.

im Bereich
sehr kleiner Stromstirken (geringe Trigerdichten)
auf, wo im Gegensatz zu den Aussagen der ScHOTTKY-
Theorie das Feld mit abnehmender Stromstirke
rasch anwichst. Ecker ® deutete diesen subnormalen

Interessante Besonderheiten treten

Bereich analytisch aus dem Zusammenbruch des
ambipolaren Feldes infolge Raumladungsmangels.

Brennt die Entladung in einem elektronegativen
Gas, so sind neben den Elektronen und positiven
Ionen auch die negativen Ionen zu beriicksichtigen.
Die Bedeutung dieser zusitzlichen Triagerkompo-
nente wurde bereits von GintuerscHuLzE ¢ erkannt.
Den ersten Versuch einer quantitativen Theorie un-
ternahm SEeLIGER 7 am Beispiel einer linearen An-
ordnung. Neuere Berechnungen stammen von WiL-
HELM & und Konsukov % 10, Konsukov berticksichtigt
die Rekombination zwischen positiven und negativen
Ionen und gibt Naherungslosungen des Dichtever-
laufes der negativen Ionen in achsennahen Gebieten
an.
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NICHTKONTRAHIERTE POSITIVE SAULE BEI NEGATIVEN IONEN

Theoretische Konzeption

Qualitativ sind folgende Einfliisse der negativen
Ionen auf die positive Sdule zu erwarten:

1. Durch die Anlagerung von Elektronen an
Neutralteilchen besitzt ein Teil der negativen La-
dungstrager so gut wie keine Ionisierungsfahigkeit
mehr.

2. Die Verluste von Ladungstragern im Volumen
der Saule konnen nicht mehr vernachldssigt werden.
Der Wirkungsquerschnitt fiir die Rekombination
eines positiven lons mit einem negativen lon ist
wesentlich grofler als der fiir die Rekombination
eines positiven Ions mit einem Elektron. Weiterhin
konnen negative Tonen durch den Sto} von Elektro-
nen zerstort werden.

3. Mit zunehmender Konzentration negativer Io-
nen wird die mittlere Beweglichkeit und Diffusion
der negativen Ladungstriager reduziert und nahert
sich den entsprechenden Werten der positiven La-
dungstrager. Hieraus resultiert eine wesentliche Be-
einflussung des ambipolaren Feldes und damit der
subnormalen Eigenschaften.

Unsere Untersuchungen beschrinken wir auf eine
Saule mit nur je einer Sorte positiver und negativer
Ionen. Sind in einem Gas verschiedene Anlagerungs-
und Rekombinationsprozesse moglich, so ist diese
Annahme gerechtfertigt, wenn ein Rekombinations-
oder Anlagerungsprozell dominiert. In anderen Fal-
len sind die verwendeten Anlagerungs- bzw. Rekom-
binationskoeffizienten als Mittelwerte aufzufassen.
Die Untersuchungen setzen ferner bewuflt eine axial
homogene Séule voraus.

Mathematische Formulierung des Problems

Wir verwenden die hydrodynamischen Grund-
gleichungen der Massen- und Impulserhaltung und
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ersetzen wie in der Scmortky-Theorie die Energie-
bilanz durch die Annahme konstanter Temperaturen
iiber den Entladungsquerschnitt. Ebenfalls iiberneh-
men wir die Scrortkysche Randbedingung. Da wir
jedoch keine Quasineutralitdt des Plasmas voraus-
setzen konnen, miissen wir die PorssoN-Gleichung
beriicksichtigen.

Das Problem wird damit durch die folgenden
Gleichungen beschrieben:

divle=an,—fn.+d0n.n_, (1a)
divl _=fn.,—6n,n_—90n.n_, (1b)
divl', =@n.—6n.n_, (le)
divE = (e/eg) (n. —n_ —ne), (2)
.= —u.n.E —D,gradn,, (3a)
I' =—un_E—-D gradn_, (3b)
T'.= un,.,E-D gradn,. (3¢)

Die Indizes e, + und — beziehen sich auf Elektro-
nen, positive und negative Ionen.

Es bedeuten: I' = Teilchenstrome; E = Feldstirke;
D = Diffusionskoeffizient; n = Teilchendichten; u=
Beweglichkeiten; @=Ionisierungszahl der Elektro-
nen pro Zeiteinheit; = Anlagerungszahl der Elek-
tronen pro Zeiteinheit; &= Rekombinationskoeffi-
zient von negativen mit positiven Ionen; 6 = Ablo-
sungskoeffizient fiir Zusammenstofe von Elektronen
mit negativen Ionen.

Wir verwenden die reduzierten Grof3en

o=r/R,

wo neg die Elektronendichte in der Siulenachse be-
zeichnet. Statt der Koeffizienten @, f benutzen wir
die auf die Einheit der Wegliange in Feldrichtung
bezogenen GroBlen 2. f und statt 6 und 0 die Wir-
kungsquerschnitte ¢ und ¢ fiir diese Prozesse.

So ergibt sich:

T=neNeg; Y=n_[ne; z=n,[ne;

2 Q [
_ 1D pdz _ e Mot N ' 6 2]/2kTe
R e Qd@ 5 neox‘/ (z—y—2z)odo+ (= ﬁ)E/sz@-}— #e]‘ —— fxy@dg, (4a)
0 0 0
1 D _d ; ¢ 21/ % ¢
= e g WY oo & —y— He —82]/2kTe
R u gdg = neoyf(z y—z)odo+pfE ‘ufxgdg 6,11] ——— ./xygdg
0 0 0
[+4
—gl/kT y
o#lﬂM,Leo./yz@dQ, (4b)
0
Q [ 4
1 D _dz _ e i ue [ s Y/ kT .
i neoz‘/(z y-z) edo+ak “* [zodo—o ][00 neofyéede- (4¢)
0 0 0
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Dazu gehoren die Randbedingungen

- n. de _ dy _ dz _ -
0=0: a6 0, (5a)
z=1 (5b)
o=1: g=a=t="10, (5¢)

Die Gln. (4) und (5) formulieren ein Eigenwert-
problem. Die Grifie n ist durch den experimentel-
len Parameter der Stromstirke gebunden. Losungen
fir «(r). y(r) und z(r). die der Randbedingung
(5) gentigen, gibt es nur fir einen bestimmten
Eigenwert von E.

Auswertung

Fir den Grenzfall der subnormalen Entladung
(nsy— 0) ist dieses Problem elementar integrier-
bar. Fir die radialen Verteilungen z(r). y(r) und
z(r) ergeben sich Besser-Funktionen nullter Ord-
nung. Die Anfangswerte von ¥, und z, sind

D. f De a

- 1-~/§": =) Py (6a.b)

Yo=
und der Feldeigenwert £ bestimmt sich wie in der
Scuorrky-Theorie aus der Randwertforderung

R (&*/")'I‘D,. :A, (6C)
wo A die erste Nullstelle der Besser-Funktion null-
ter Ordnung ist.

Fiir verschwindenden Anlagerungskoeffizienten f
gehen diese Resultate erwartungsgemil} in die Er-
gebnisse von Ecker ? tiber.

Im allgemeinen Fall stofit eine analytische Lo-
sung des Problems auf uniiberwindliche Schwierig-
keiten. Eine maschinelle Bearbeitung wird beson-
ders durch den Rand- und Eigenwertcharakter er-
schwert.

Bei der Suche nach einem geeigneten Naherungs-
verfahren bedenken wir. dafl unser Augenmerk auf
die Bestimmung der Trigerachsendichte (z,, y,)
und des Feldeigenwertes (E) fokussiert ist, wahrend
die radialen Verteilungen nur untergeordnetes In-
teresse haben.

Diese Tatsache empfiehlt die Verwendung eines
Néherungsverfahrens, welches aus der Kernphysik

unter der Bezeichnung ,,Center- Wall-Approximation®
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bekannt ist. Die ,,Center-Wall-Approximation“ ba-
siert auf der Anpassung zweier von der Achse bzw.
von der Wand ausgehender Reihenentwicklungen.
Der Grad der Genauigkeit, der auf diese Weise er-
zielt werden kann, ist begrenzt durch die Anzahl
der Glieder der Entwicklung. die beriicksichtigt wer-
den koénnen.

Die Reihenentwicklung am Rand unseres Gebietes
ist naturgemil} wesentlich durch die Randbedingung
bestimmt. Wir sind uns bewufit. da} die Scrorrky-
sche Formulierung nur eine grobe Niherung dar-
stellt. Sie erlaubt eine Entwicklung bis zu Gliedern
erster Ordnung. Eine genauere Randbedingung. wie
sie beispielsweise fiir das Zweikomponentensystem
an anderer Stelle® angegeben worden ist. wiirde
eine Fortfiihrung
Wand zu héheren Gliedern erlauben. Eine entspre-

der Reihenentwicklung an der

chend verfeinerte Formulierung der Randbedingung
fur ein Mehrkomponentensystem liegt jedoch vollig
aullerhalb des Rahmens dieser Arbeit. und wir miis-
sen daher auf eine Fortfiilhrung der Reihenentwick-
lung an der Wand verzichten.

Aus diesem Grunde benutzen wir die folgenden
Ansitze fiir die radialen Verteilungen:

r=(1-0%; y=yo(l—0%;

z=12zy(1—0°).

(7a.b.c)

Sie berticksichtigen einerseits die Verhiltnisse am
Rand in dem Rahmen. wie es unserer Kenntnis der
Randbedingung angemessen ist; andererseits haben
wir die Moglichkeit, mit Hilfe der Parameter a, b, ¢
die Reihenentwicklung im Zentrum bis zur zweiten
Naherung zu erfassen.

Von der soeben beschriebenen Naherungsmethode
erwarten wir gute Resultate. solange keine Kon-
traktion der Saule auftritt. Im Falle einer Einschnii-
rung dirften wir die Ergebnisse nur als grofen-
ordnungsmaflig richtig betrachten. Diese vielleicht
zweifelhaften Bereiche mit Sidulenkontraktion schlie-
Ben wir jedoch aus, da sich unsere Untersuchungen
auf Gebiete beschrinken, wo der Einflul von o ge-
ring ist und daher auch keine Kontraktion zu er-
warten ist 1.

Mit der .,Center-Wall-Approximation® ergibt sich
aus dem System der Diff.-Gln. (4) ein System von

11 G. Aisrecur, G. Ecker u. K. G. MitLer, Z. Naturforschg.
17 a, 854 [1962]. nachstehend.
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drei algebraischen Gleichungen zur Bestimmung von 7, . z, und E:

(@=B) E= o 2= nag(a—go—1) = 22 ]/2ETe nyy, (8a)

_ . PEWew
R e (= 2 A o
T a E (ue/u) o -
R & f*s—oneO(Zo—yo—l)'*‘ M ned Yo ¢

Da die GroBen a, S, D./u. und T, komplizierte,
teils nur experimentell bekannte Funktionen der
Feldstirke E sind, stoit eine analytische Losung
dieses Gleichungssystems immer noch auf grofle
Schwierigkeiten.

Das Gleichungssystem wurde daher maschinell
ausgewertet.

Ergebnisse

Die Auswertung der Gleichungen erfolgte mit
Hilfe einer Digital-Rechenanlage *. Dazu ist die
Kenntnis der Daten fiir ein spezielles Gas notwen-
dig. Als solches erschien Sauerstoff am geeignetsten.
Die numerischen Werte wurden fiir einen Gasdruck
von 1 mm Hg den Zusammenstellungen von Browx 12
und Bucer’Nikova 12 entnommen. Zur Demonstra-
tion des Einflusses der Koeffizienten f und 6 wur-
den die Gleichungen zusitzlich fiir mehrere fiktive
Werte dieser beiden Groflen bei sonst gleichbleiben-
den Entladungsdaten (R=2,5 cm, p=1 Torr) aus-
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Abb. 1. Ionisationszahl a und Anlagerungszahl £ eines Elek-
trons pro em Driftweg. fr=1: Wahre Anlagerungszahl fiir
Sauerstoff.

* Wir danken dem Direktor des Institutes fiir Instrumentelle
Mathematik, Herrn Prof. Dr. U~cer, fiir die Uberlassung
der Rechenanlage.

gewertet. Diese fiktiven Werte sind in den Abbil-
dungen in relativen, auf die wahren Sauerstoffwerte
bezogenen Groflen angegeben (f;, 6,).

5

|
3 2 ] 0 1 2
log [IImA] —>

Abb. 2. Relative Dichte y, der negativen Ionen in der Séulen-
achse. Bei 0 fehlt der Index r (Jy).

-4 =3
log [IlmA] —>

Abb. 3. Relative Dichte z, der positiven Ionen in der Sdulen-
achse.

12 S, C. Browy, Basic Data of Plasma Physics, Chapman &
Hall, London 1959.
13 N. S. Bucer’Nikova, Fortschr. Phys. 8, 626 [1960].
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log [n /(n +n,,)]
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Abb. 4. Abweichung des Sdulenplasmas von der Quasi-
neutralitit.

Volt
cm

40F

351

30

251

E
201

L 1 | i | i
=7 -6 =5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

log [IImA] —>
Abb. 5. Lingsfeldstirke E in der Sdule.

Die Abb. 1 zeigt die experimentell gegebene Ab-
hingigkeit des lonisationskoeffizienten o und des
Anlagerungskoeffizienten f vom Felde E.

In den Abb. 2 bis 5 sind die Ergebnisse der Rech-

nung dargestellt.
Diskussion

Unsere Diskussion konzentriert sich auf die nega-
tive lonendichte, die positive lonendichte und die
elektrische Feldstirke (Abb. 2, 3 und 5). Wir be-
ginnen mit einer Zusammenfassung der charakteri-
stischen Erscheinungen der Ergebnisse.

Negative lonen: Bei fehlender Anlagerung (f;
=0) verschwindet trivialerweise die negative lonen-
dichte im gesamten Bereich. Mit wachsendem /,
zeigt sich ein Verlauf der relativen Dichte y,, der

physikalisch sinnvoll in drei Gebiete (A, B, C) un-
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terteilt wird. Ausgehend von verschwindender Strom-
starke, durchlaufen wir zunichst den Bereich A, in-
nerhalb dessen 7, nach Mallgabe von f, anwiichst.
Innerhalb des anschlieenden Bereiches B bleibt 7,
praktisch konstant. Das Gebiet C ist durch den Ab-
fall von y, gekennzeichnet. Wihrend die relativen,
negativen Ionendichten in den Gebieten A und C
sehr unterschiedliche Werte annehmen, liegen sie
innerhalb des Bereiches B selbst fiir sehr verschie-
dene Werte von f, innerhalb der gleichen Grofien-
ordnung.

Positive Ionen: Fiir fehlende Anlagerung (f,=0)
wichst die relative positive Ionendichte z, mit sin-
kender Stromstarke in bekannter Weise an?®. Fir
endlichen Anlagerungskoeffizienten /5, erweist sich
die bei der Beschreibung der negativen lonen ein-
gefiihrte Gebietsunterteilung auch hier als sinnvoll.
Innerhalb des Bereiches A fallt z, schwach ab. Im
Gebiet B bleibt z, praktisch konstant, um innerhalb
C sehr rasch auf den Scuorrxy-Wert abzusinken.
Wie man erkennt, ist die relative, positive Ionen-
dichte sowohl im Gebiet A als auch im Gebiet B von
der gleichen Groflenordnung, wihrend nur in C sich
nennenswerte Unterschiede zeigen.

Feldstirke: Hinsichtlich der Sdule ohne negative
Ionen (f,=0) sind die Resultate wiederum in Uber-
einstimmung mit den Berechnungen von Ecker°®.
Bei endlichem Anlagerungskoeffizienten f; zeigt sich
fir £ im Prinzip ein dhnlicher Verlauf wie fiir z,.
Allerdings hebt sich nur die Zone C von B deutlich
ab. Zwar ist die Feldstirke £ auch innerhalb des
Gebietes A gegeniiber B erhoht, jedoch liegen diese
Unterschiede innerhalb der Zeichengenauigkeit.

Wir stellen zundachst fest. dal} unsere erweiterten
Rechnungen die bereits bekannten Resultate der sub-
normalen Sdule ohne negative Ionen (f,=0) be-
stitigen.

Fir endliches 5, sehen wir nach der vorausgegan-
genen Beschreibung als das dominierende Phinomen
das Auftreten der drei verschiedenen Gebiete A, B
und C an. In konsequenter Fortsetzung der Defini-
tion des subnormalen Bereiches ohne negative Ionen
(fr=0) missen wir in Gegenwart der negativen
Ionen von zwei subnormalen Gebieten sprechen,
nimlich dem Ubergang A —B einerseits und dem
Ubergang B — C andererseits (wir erinnern, daf} in
der Abb. 5 der Feldanstieg der Stufe A — B aus den
bereits gegebenen Griinden nicht erkennbar ist).

Wie liBt sich das Auftreten der beiden subnorma-
len Stufen deuten?
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Wie wir wissen, ist die Langsfeldstarke (E) aus-
schlieflich durch die Teilchenbilanz der Elektronen
bestimmt. Danach miissen die durch Feldionisation
(2) und Ablésung (0) erzeugten Elektronen ent-
weder durch Diffusionsverluste zur Wand (D) oder
aber durch Anlagerung an Neutralgasmolekiile (/)
vernichtet werden. Wir glauben, dall man die ge-
samten in den Abb.2, 3 und 5 wiedergegebenen
Erscheinungen auf der Basis dieser Bilanzgleichung
verstehen kann, sofern man die Veranderung des
ambipolaren Feldes und damit des Diffusionskoeffi-
zienten beriicksichtigt.

Bei sehr kleinen Stromstidrken diffundieren die
Trigerkomponenten unabhingig voneinander. Es
besteht keine Moglichkeit, ein ambipolares Feld auf-
zubauen. Unter diesen Umstédnden ist die mittlere
Aufenthaltszeit der Elektronen in der Saule durch
v~ R?/D, bestimmt. v charakterisiert zusammen
mit § den Elektronenverlust. § und 7 legen eben-
falls die Erzeugungsrate a_ der negativen lonen
fest. Der Verlust der negativen Ionen ist durch D _
charakterisiert.

Mit der Erhohung des Stromes wird allméahlich
ein ambipolares Feld aufgebaut. Dieses behindert
die Elektronendiffusion zur Wand, verlidngert so die
Aufenthaltszeit 7 und bedeutet damit eine Erhéhung
der Erzeugungsrate o _ der negativen Ionen bei kon-
stantem bzw. sogar leicht verzogertem Wandverlust
der negativen lonen. Aus diesen Umstidnden erwar-
ten wir im Gebiet A ein Anwachsen der relativen
negativen Ionendichte entsprechend den Beobach-
tungen.

Der weitere Aufbau des ambipolaren Feldes und
der negativen Ionendichte mit der Stromstdrke wird
durch die negativen Ionen selbst begrenzt. Wenn
die negative Ionendichte sich der positiven Ionen-
dichte nihert, dann nihert sich der effektive Diffu-
sionskoeffizient der negativen Tridger dem der posi-
tiven Ionen und verhindert damit ein weiteres An-
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wachsen des radialen ambipolaren Feldes. Dieser
Zustand wird an der Grenze A —B erreicht. Von
hier an treten innerhalb des Bereiches B zur Strom-
stirke proportionale Anderungen auf. Negative und
positive Ionendichte variieren proportional zu der
Elektronendichte. Das Feld bleibt wegen der kon-
stanten relativen Verhiltnisse ebenfalls unverdndert.

Dieser Zustand andert sich erst, wenn die Volu-
menrekombination von negativen lonen mit positi-
ven lonen Platz greift. Dies bedingt eine Abnahme
von z, und 7, und des Feldes E. Zwar beeinflufit
dieser Prozef3 nicht direkt die Tragerbilanz der
Elektronen, jedoch hat der Abbau der negativen
Ionendichte durch Rekombination eine Erhéhung
der effektiven, negativen Diffusionskoeffizienten zur
Folge. Daher wird der vorher zuriickgestellte Auf-
bau des ambipolaren Feldes wieder aufgenommen,
die Verlustprozesse der Elektronen werden reduziert,
und auf diesem Wege fordert die Bilanzgleichung
der Elektronen eine Abnahme des elektrischen Fel-
des. Diese Erscheinungen deuten das Auftreten des
zweiten subnormalen Bereiches B — C.

Man kann also kurz den wesentlichen Einfluf} der
negativen Ionen in folgender Weise beschreiben:

Der mit wachsender Stromstirke zunehmende
EinfluB des radialen, ambipolaren Feldes wird in-
folge des Aufbaues der negativen Ionenkomponente
schon bei geringen Stromstdrken zurtickgestellt, bis
die Rekombination den Abbau der negativen Ionen-
komponenten bewirkt.

Es wire noch der Einflul der Komponente 0 zu
erwihnen. Wie man aus den Abbildungen ersieht,
verschiebt 6 die zweite Stufe des subnormalen Be-
reiches (B —C) nach kleineren Stromstarken. Dies
ist in voller Ubereinstimmung mit der vorausgegan-
genen Diskussion, indem einerseits J die negative
Tonendichte verringert, andererseits eine zusitzliche
Elektronenerzeugung bedeutet.



